Corrigé de la premicre épreuve du CAPES interne 2004.

A toute fonction numérique f, définie sur R ou R¥, on associe les fonctions ¢ et ¥ définies sur
R* respectivement par :

(=L 2= 0
‘I’(x)=f(x);£(_x)

On donne maintenant la définition suivante :
Une fonction £, définie sur R ou sur R*, est dite symétriquement dérivable en 0 lorsque la
fonction associée ) admet une limite finie en 0 (notée f5(0)).

Préambule
La fonction fétant définie sur R, on note [' sa courbe représentative dans un repere cartésien
du plan, (0 sl j).

A, B, C, D, E sont les points de [' d’abscisses respectives 0 ; -1 ;-0,5; 0,5 ; 1 donc le coefficient
directeur de la droite (AB) est @(—1), celuide (AC)est @(—0,5), celuide (AD)est ¢(0,5),
celui de (AE) est @ (1), celuide (BE)est Y (1)=¥(—1) et celuide(CD)est ¥ (0,5)=¥(—0,5)

: : . ; M|l * 4 9.
@(x) estle coefficient directeur de la sécante (MA) a I en ( £l x)) et ( f(()))

¥ (x) estle coefficient directeur de la sécante (MN) a I en M ( X ) et N ( X )
(%) (M) £(x) £ )

d'ou la parité de la fonction ¥. Eneffet, ¥ (—x) estaussi le coefficient directeur de la sécante
(MN

(Ce résultat est demandé¢ a la question 2.1.1. , mais il est tellement évident ici que je I'ai tout de suite
mentionné. Je m'en sers pour réduire les calculs dans certaines questions comme les exemples de la
premiere partie. Qu'en penserait un correcteur ? Que du bien, je pense. Je n'affirme pas, je ne suis pas
spécialiste )

Premiére partie : étude de quelques exemples

1.1 Exemple 1. Dans cette question, on considére comme fonction f la fonction exponentielle
de base e :

f(x)=e
1.1.1. On appelle I la courbe représentative de f'dans un repere orthonormal

1.1.1.1. Soient X, unréel quelconqueet M, lepointde I d’abscisse X,.
Latangenteen M, a I apour équation :
=1 (x0) (x=x0)+ f(x)
y=e"(x—x,)+e"

y=e ' x+e"(1—x,)
L'abscisse du point d'intersection de cette tangente avec 'axe des abscisses, noté (Ox), est

solution de 1'équation :
0=e"x+e"(1—x,)
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x€R, e">0 donc 0=x+1—1x,
x=x,—1
X
L'abscisse du point d'intersection de la tangente en M 0( ,?0 ) avec (Ox) est x,—1
e

Construction de la tangenteaen I' en M,

Soit M, unpointde I, H son projeté orthogonal sur l'axe (Ox) et K le translaté de H

par la translation de vecteur —; .

X X
r 0 r
M apour coordonnées ( xo)’ H a pour coordonnées ( 00) et H a pour
e

—1
coordonnées (xoo )

Het M, sontdeux points de la tangente en M,, donc [(HM,) estla tangente
I' en M,.

1.1.1.2. Allure de I' sur l'intervalle [ -1; 1]
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1.1.2. La fonction ¥ associée a f'est définie sur R* par :
e'—e "
'4 =
(x)=—
(e2x_1)e—x
2x
e —1 1
¥(x)= —
(x)== =
u 2x

lim $—1=1 donc en posant u =2x, lim < —1_
u—0 u =0 2X

Y (x)=

Par continuité, lim —=1
x—0 e

Donc Eilg ¥(x)=1

fest symétriquement dérivableen O et f ', (0)=1=1"(0).

1.1.3. Valeursa 10 préspardéfautde @(x) et ¥(x) pour les valeurs de x appartenant
al’ensemble E :
E={05;-04;-03;-0,2;-0,1;0,1;0,2;0,3;0,4;0,5}.

x @(x) x ¥ (x)
-0,5 0,786 -0,5 1,042
-0,4 0,824 0,4 1,026
-0,3 0,863 -0,3 1,015
-0,2 0,906 -0,2 1,006
-0,1 0,951 -0,1 1,001
0,1 1,051 0,1 1,001
0,2 1,107 0,2 1,006
0,3 1,166 0,3 1,015
0,4 1,229 0,4 1,026
0,5 1,297 0,5 1,042

1.2. Exemple 2. Dans cette question, la fonction f, définie sur R, est une fonction affine :

fx)=mx +p,
ou m et p sont deux nombres réels.

mx—+ p—
P(x)=" =L

X
mx+p—(—mx+ 2mx
¥ix)= £ Z(x p)= 2x =
p=Y

1.3. Exemple 3. Dans cette question, la fonction f, définie sur R, est une fonction polyndme
dont le degré est au plus égal a 2 :

f(x)=ax’+Bx+y,
ou «, B,y sonttrois nombres réels.

1.3.1. f'(x)=2ax+pB
f'(0)=8
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1.3.2. Pour tout x€R* :
_ o<x2+Bx+y—(o<x2—Bx+y)

¥ix) 2x
¥ (x) =222
¥(x)=p

Pour tout x€R* : ¥ (x)=f"(0).

Graphiquement.
Si «=0 Ia fonction est affine et les « sécantes », tangentes et courbe I sont
confondus.
Si «#0 lacourbe I estune parabole.
Pour tout x réel non nul, ¥ (x) est le coefficient directeur de la sécante (MM") i la

parabole en M(fzcx)) et M(f(_—xx))

/'(0) estle coefficient directeur de la tangente a la parabole en 4 ( f(() O))

Si M est un point d'abscisse x non nul de la parabole, M 'le point d'abscisse -x de la

parabole alors la sécante (MM ') est paralléle a la tangente en 4 f(()O)

1.4. Etude des dérivabilités.
1.4.1. Exemple 4. La fonction f'est définie sur R par  f (x)=|x]

Dérivabilité en 0.
x|

Pour x€R’, (p(x)=7

Six>0, @(x)=1 et lim ¢ (x)=1

x—0’

La fonction f'est dérivable a droiteen 0 et f',(0)=1

Six<o, @(¥)=—1ctlime(x)=-1

x—0

La fonction fest dérivable a gauche en O et /' (0)=—1
f4(0)# f',(0) donc la fonction f n'est pas dérivable en 0.

Dérivabilité symétrique en 0.
Pour x€R’, ‘I’(x)=w
lim ¥ (x)=0

x—0

=0

La fonction f'est symétriquement dérivableen O et f ',(0)=0
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1
0

pour x>0, f(x)

1.4.2. Exemple 5. La fonction f'est définie sur R par pour x<0. £ (x)

Dérivabilité en 0.
La fonction f'n'est pas continue en 0, donc n'est pas dérivable en 0.

On va préciser la dérivabilité a droite est a gauche (je ne pense pas que ce soit
nécessaire de faire cette étude le jour de I'épreuve ).

I Gl
X

Pour x€R;, @(x) 0

lim @ (x)=0

x—0"

La fonction f'est dérivable a droiteen O et f',(0)=0

Pour xeR’, @(x)=—=0
lim @ (x)=+o0
x—0

La fonction fn'est pas dérivable a gauche en 0.

Dérivabilité symétrique en 0.

1
La fonction ¥ est paire donc, ‘F(—x)=‘1’(x)=m
lim ¥ (x)=+o
x—0

La fonction f'n'est pas symétriquement dérivable en 0.

. s pour x>0, f(x)=vVx
1.4.2. Exemple 5. La fonction f'est définie sur R par pour x<0. f(x)=—V—x

Dérivabilité en 0. B B
_Vx_2Vx

X X

Pour x€R;, ¢(x)

2
x>0 donc x=+x et (P(x>=ﬁ
lim @ (x)=+o0

N
x—0

La fonction /" n'est pas dérivable a droite en 0.

(Je pense que le jour de I'épreuve, on peut directement conclure que fn'est pas dérivable en
0. Je pense mais je ne suis pas un spécialiste)

On peut remarquer que la fonction f est impaire, 1'identité est impaire et qu'en
conséquence la fonction ¢ est paire.

lim ¢ (x)=+o

x—0

Pour x€R,

La fonction /" n'est pas dérivable a gauche en 0.

Jfn'est pas dérivable en 0.
Dérivabilité symétrique en 0.
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La fonction ¥ estpaire donc, ¥ (—x)=¥(x)="F

lim ¥ (x)=4o0

x—0

La fonction f'n'est pas symétriquement dérivable en 0.

Deuxiéme partie : quelques résultats généraux

Soit fune fonction numérique définie sur R.

2.1.

paire.

2.1.1. Pour tout x non nul :

2x
¥ (x) %(f(x)—f(0)+xf( )—f(—x))
lp(x>=%(f(x);f(0)+f(—x_);f(o))
Y(x>=%((P(X)+(P(—x))
Pour tout x€R’, —x€R’™ et Y/(—x)=%((p(—x)+(p(x))=\[/(x) donc la fonction ¥ est

( J'ai démontré ce résultat dans le préambule)

2.1.2. Propriété 1 : Si la fonction f'est dérivable en 0, alors elle est symétriquement dérivable en

Démonstration.
Si f est une fonction dérivable en 0 alors :

lim @ (x)=/"(0)

x—0

lim(p(—x)zlimw

x—0 x—0

En posant # = -x, x tend vers 0 donc 7 tend vers 0 et :

f(t)_tf(o)=f¢(0)

lim @ (—x)=1im
x—0 t—0

lim ¥ (x)=1lim %((p(—x)-i-(p(x)):f (0)

x—0 x—0

C.Q.FD.

lim ¥ (x)=1",(0)

x—0

Si fest dérivable en 0 alors  f',(0)=£"(0).

2.1.3. La fonction f'est définie sur R par  f (x)=|x|, question 1.4.1. Exemple 4, n'est pas

dérivable en 0 mais symétriquement dérivable en 0. La réciproque de la propriété 1 est fausse.
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2.2. Propriété 2 : Si la fonction fest paire, alors elle est symétriquement dérivable en 0.

Si fest une fonction paire, définie sur |IR™ par hypothése, alors :

‘I’(x)=f(x)_f(_x)

2x
Y’(x)=w=o
lim ¥ (x)=0 C.QFD.

x—0

2.3. Propriété 3 : Si la fonction fest impaire, alors elle est dérivable en 0 si, et seulement si, elle
est symétriquement dérivable en 0.

Démonstration.
On a démontré que si f'est dérivable en 0 alors elle est symétriquement dérivable en 0

Réciproque. Si fest impaire, et définie en 0 (un petit oubli dans 1'énoncé), alors  f (0)=0.
‘F(x)=f(x)_f(_x)
2x
Y,(x)=f(X)—f(02+xf(X)—f(0)

=@(x)

f est symétriquement dérivable en 0 donc :
lim¥ (x)=I€R 4 lim@(x)=/€R

x—0 x—0

f estdérivableenOet f'(0)=f",(0) C.Q.FD.

2.4 La fonction racine cubique est continue en 0. Elle est impaire et non dérivable en 0 donc non
symétriquement dérivable. Un autre exemple est la fonction définie au 1.4.3.

2.5 La fonction f'définie sur R par:
f(x)=x? si x#0
f(0)=1

Cette fonction est non continue en 0. Elle est paire donc dérivable symétriquement en 0.
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Troisieme partie : deux approximations de f '(0) pour 1I'exponentielle népérienne
Dans cette partie, on considere comme fonction f la fonction exponentielle de base e :

f définie par f(x)=¢"

3.1. L'ensemble E est celui définie en 1.1.3.

3.1.1. x€E. Tableau des valeurs approchée de  |p (x)—7"(0)

X ko (x)=1'(0)]
0,5 0,213
0,4 0,176
0,3 -0,136
0,2 -0,094
0,1 -0,048
0,1 0,052
0,2 0,107
0,3 0,166
0,4 0,230
0,5 0,297

ko (x)—£'(0)|<0,1 pour xe€[-02;-0,1 ;0,1
kp(x)—£'(0)|<0,01 n'a pas de solution dans E.

3.1.2. x€E. Tableau des valeurs approchée de [¥ (x)—f'(0)]

X ¥ (x)— £'(0)]
-0,5 0,042
-0,4 0,027
-0,3 0,015
-0,2 0,007
-0,1 0,002
0,1 0,002
0,2 0,007
0,3 0,015
0,4 0,027
0,5 0,042

|7 (x)—f'(0)]<0,1 pour tout x€E
¥ (x)—/'(0)|<0,01 pour x€[-0,2;-0,1;0,1;0,2]
3.2 xelI=[-0,5;0,5]

3.2.1 Soit les fonction « et JB définie par :
2

(x(x)=ex—1—x—x7€

2
B(x)=ex—1—x—x7 e’

0,5

Variations de «

' 0,5

x'(x)=e'—1—xe"
r -0,5

x''(x)=e"—e
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La fonction exponentielle népérienne est strictement croissante, «(—0,5)=0 donc «'’'(x)>0 sur
]—0,5 ; 0,5} et la fonction o' est strictement croissante sur /.
«'(0)=0 donc o'<0 sur [—0,5 ; 0[ et «o'>0 sur ]O ; 0,5]
o est strictement décroissante sur [—0,5 ; 0] et strictement croissante sur [0 ; 0,5] et «(0)=0
est le minimum de « sur /.

Variations de
B'(x)=e"—1—xe”
B (x)=e ="

La fonction exponentielle népérienne est strictement croissante, B(0,5)=0 donc B’''(x)<0 sur

[—0,5 ; 0,5[ et la fonction B’ est strictement croissante sur /.

B'(0)=0 donc B'>0 sur [~0,5;0] et B'<0 sur |0; 0,5]

B est strictement croissante sur [—0,5 ; O] et strictement décroissante sur [O ; 0,5] et B(0)=0
est le maximum de B sur /.

322 «(0)=0 estle minimumde « sur/donc o(x)=0 sur /.
2

X 05
O<ex—1—x—76 ’

2

l+x+x—e
2

B(0)=0 estle maximumde B sur/donc B(x)<O sur I

-0,5 X
<e

2
X 05
ex—l—x—?e <0

2

X  —05
l+x+—e
2

<e”*

2 2
x° _ , X
1+x +7e P<Le"<l+x +7 e’

e'—1 _l_ex—l—x
X X
d'aprées I'encadrement précédent pour tout x non nul de / :
2 -05 2 05

X e

<e'—1—x<

Si xel etx>0comme e %°>0 alors:
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Si x€l etx<O0alors:

2 -05 x 2 05
0>X¢ >e—1_1>xe
2x X 2x
-1 xe”
0> " 1>
X 2
x 0,5
e —1_1<lx|e
X 2
ex 1 |X|€05
Donc pour tout x, non nul, de / : —-1I|< 2 C.Q.FED
X

<

6 2x 6
Les trois fonctions correspondant aux trois membres de 1'encadrement sont paires donc l'encadrement est
encore vraie pour tout x strictement négatif de / et donc pour tout x non nul de / :

2 05 x_ -x 205
g<Xe " eme’ | Xe
6 2x
x_ - 2 05
elme” || Xe
2x 6
ex—l N |x|eo’5
324, @(x)= , d'aprés le 3.2.2 pour tout x, non nul, de 7 : |<p(x)—f’(0)|<T
x
0,5
<2 = &<|x| donc pour tout x non nul de 7,=[—107%; 107*|<T :

i (x)—f'(0)<10

X -X 2 05
¥ (x)=< > € dapresle3.2.3 pourtoutx, nonnul,de/: |¥(x)—f'(0)]<Z 6e
x
x2eO,5 x2
<2 = <Z— donc pour tout x non nul de 7,=[-3x—10" ; 3x10"'|c T :

6 3
¥ (x)—f'(0)<107

3.2.5.Lenombre n,=107 telque |x<n, = ¢(x)—7'(0)<107 est trés inférieur au

nombre 1,=3x10"" telque |x/<n, = ¥(x)-f'(0)<10”°

0.5 2 05
x| e xe

Au voisinage de zéro, 5 >>T donc ¥ (x) estplusprochede f'(x) que @(x)

Quatriéme partie : caractérisation des fonctions polynomes de degré 1 ou 2
4.1 Question préliminaire : on considére deux réel a et b tels que a<b, etunréel x de[a; b].
4.1.1. Soit la fonction fdéfinie sur [0 ; 1] par [ (¢)=(1—t)a+tb=(b—a)t+a

fest une fonction affine donc continue.
b>adonc b—a> 0 et fest strictement croissante.
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f(0)=a et f(1)=b dapres le théoréme de la bijection ( théoréme des valeurs intermédiaires
pour un fonction strictement monotone ) f'est une bijection de [0 ; 1] dans [a ; b].
Y x€la ; b],3/t€[0 ; 1] tel que x=(1—1)a+1h
Je traduis :
pour tout x de l'intervalle [a ; b], il existe un unique ¢ de l'intervalle [0 ; 1] tel que x=(1—7)a+tb

4.1.2 On définit sur N deux suites réelles (an) et (bn) de la fagon suivante :
(i) a,=a et b,=b

) a,t+b, a,tb,
six€|a, ; ,a,.,=a,etb = 7

11) pour tout entier » :

(i) p ] a,+b,
sinon, @, =~ eth,,  =b,

4.1.2.1 Algorithme
Entrée des variables
a<—?
be?
xe7?
ne?
Boucle
Pour i=1an
début
_a+b
C=
2
Si x<c
alors b—c
sinon a<c

fin
Affichage deaetb

4.1.2.2 On peut remarquer qu'a chaque €tape du procéde un des termes, @ ., OU bn P

est égal a son prédécesseur et que l'autre est remplacé par le milieu de l'intervalle [an by bﬁl}.

b—a
Démontrons dans un premier temps la proposition P, : a<a,<b,<b et b,—a,= > Récurrence

Par hypothése a,=a<by=b et bo—a0=T donc P, estvraie

Supposons P vraie
a,+b

n n

2

1¥cas: x€

a, ;

n

a, =a,€la ; b]
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bn+1= "2 -

<, < a,+b

as<a,<b s>a<———<beth, €la;b]

a<b,<b 2

an+bn bn_an
bn+1_an+l= 2 _a”= 2
b,—a,
an<b,, = O<bn+1_an+1= 2 et an+1<bﬂ+1
b,—a, b—a

bn+1_an+l= 2 211+1

28" cas xe[an ;

On démontre de méme :

+b
==ela ; b]

n+l1—

b .=b¢cla;b

a

b =b _an-l-bn:bn—a”
n+1 n+1 n 2 2
D'apres le 1* cas :
a,1<b,.,
bn—an b—a

bn+1_an+l= 2 2n+1

Soit la propriété O, :
il existe k,€IN, 0<k,<2", tel que a,=a+k, bz—na

Démonstration par récurrence.

a0=a€[a ;b et b0=b€[a ;b
b—a

2
0<k,=0<2’ donc O, est vraie

a,=a=a+0

Supposons  Q, vraie :

1 cas :
b=d o, bd

n 2n+l

an+1=an=a+kn

En posant ,,,=2k,, k,€IN donc k,, €N
0<k,<2" = 0<k,,,<2""" donc Q,., estvraie
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, a,tb,
2™ cas: xé€|a, ;
2
a,+b, b,—a,
an+l= =an+
2 2
b—a

D'apres O, :a,=a+tk,

' N _b_a bn_an_b_a
D'aprées P, : b,—a,= > donc e
b—a b—a (b—a)

D'ou an+1=a+kn +F=a+(2kn+1)

211 n+1
En posant k,,,=2k,+1, k,€IN donc £, €N
0<k,<2" = 0<k,<2"—-1 = 0<2k,+1<2(2"-2)+1

1 .
0<k,,,<2""" donc O,, estvraie

Ecriture de b,

D'aprés P, : b,,—a,,=b_a et bn=an+b_a
2" 2"
b_

D'apres Q,:a,=a+tk, 2na

Dioi by=a+(k,+1)2=4

k,€N et 0<k,<2" donc 0<k,+1<2"

4.2. Dans cette question, on considere une fonction polynome f de degré inférieur ou égal a 2, définie sur
R par:
f(x)=ax’+Bx+y
ou «, B,y sonttrois nombres réels.
Soit I' la représentation graphique de f dans un repere cartésien (O o 7) du plan.

4.2.1. Soit un réel m et un réel non nul x.
f(m+x)—f(m—x)_a«(m+x)+B(m+x)+y—a«(m—x)—B(m—x)—y
2x B 2x
f(m+x)—f(m—x)=o<m2+2(xxm+(xx2+[3m+Bx—o<m2+2(xxm—axz—Bm+Bx
2x 2x
f(m+x)—f(m—x)_4axxm+2Bx
2x B 2x
S (m+x)— f(m—x)
2x
f(m+x)—f(m—x)
2x

=20xm+p

=/f"(x) [1]
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4.2.2 Graphiquement.
f(m+x)— f(m=x)

2x

M m—x M m+x

MQ%m—m)et "\ f (m+x)
0, estparallélea T,

est le coefficient directeur de la sécante 0,, alacourbe I en

et f'(x) celuidelatangente T, au pointd'abscisse x.

4.3. Dans cette question, on considere une fonction f définie et continue sur R, qui vérifie
pour tous réels A et [ larelation :

S+ () _ (Atu
=5 2

On se propose de démontrer que cette derniere relation caractérise les fonctions affines

Soient deux réels a et b tels que a <b et un réel x de I’intervalle [a ; b]. On se place dans les
conditions de la question préliminaire et on reprend les mémes notations.

4.3.1. Soit P, la proposition :

k, k, k,+1 k,+1
f(an)=(1—?)f(a)+?f(b) et f(bn)=(1— Y f(a) Y f(b)
Récurrence sur n.
Initialisation.
ky=0 donc f(a0)=(l—%)f(a)+%f(b) et P, estvraie.
Hérédité.
Supposons P, vraie.
a,tb,
1cas: a,, ,=a,k, =2k, etb =
k k
= <[ 1=52) e o
2k, 2k,
f(an+1)_(1_2,,+1)f(a)+2n+1f(b)
k. k.
f(an+l)_(1_ 2n+1)f(a)+2,,+1 f(b)
b= a,+b,\ fla,)+f(b,)
f n+l1 _f 2 - 2
_1[, & k, k] Kt
meFz«lszWHfwa-l @ ﬂm)
_1[, 2k,+1 20k, +1
f(bn+l)_2((2 " fla)+ > f(b))
k,  +1 k,. t1
T (e T
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P ., vraie

\ a,tb,
2" cas: a —k, =2k, +1etbh, =b,

n+]= 2 > Mn+1
f vérifie la relation [2] d'ou :
an+bn f an +f bn
f(an+l)=f 2 = ( )2 ( )

D'aprés le calcul de  f(b,) du premier cas, en remplacant b, par 4,

1 2k,+1
f(anﬂ):E((z_ P

Flagl={1-52 s

2k,+1
2}1

kn
2,,11 f(b)

fla)+

f(b))

f(bn+1)=f(bn)=(1—k"+l Flar o )

2" 2"

2k, +1+1
- 2n+1

k

f(bn+1)=f(bn)=(1

L+l k. +1
2n+1 a

f(bn+1)=f(bn)=(1

P.., vraie
Conclusion
Pour tout n€IN, P, estvraie

4.3.2 Soit x un réel l'intervalle [a,b|
Montrons que X€|a, ; b,]
x€lay 5 byl=la ; b]

Supposons x€[a, ; b,]
a,+b, _a,tb

n

si x€|a, ; T eth, = 2
) a,+b, _an+bn _
sinon, x €| ——— b,|,a, = 5 et b, ,=b, donc x€la,,, ; b,.,|

Pour tout 7 entier naturel x€la, ; b, |

Montrons que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.
b—a
2)1

On a démontré que ¢<a,<b,<b et b,—a,=
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Par définition: oua,,,—a,=a,—a,=0
a,tb, a,—b

U d, =8, ===, "2 2>0

Donc (a,) est croissante.

Deméme: oub,,  —b,=b —b <0

a,t+b, a,—b,
ou an_bn: 2 _bn= 2 <0

Donc (b,) est décroissante.

lima —b =lim b;f‘ =0

Les suites sont donc convergentes vers /.

a,<x<b,
lima,<x<limb,
[<x<l
Donc lim an=lim bn=x

b_
a,=a+tk, 2”a et x=(1—t)a+tb , (a,) converge donc :
lim (a+k bz_na)=(l—t)a+tb
=a+t(b—a)

La fonction f'est continue donc :

lim f(an)=f( lim an)=f(x>

n—+wo n—+wo

lim ((1—%)f(a)+%f(b))=f((1—t)a+tb)

n—+oo

£ (a) lim 1—%)+f(b) lim %:f((l—z)awb)

n— +oo n—+ow

(1=2) f(a)+t f(B)=f((1—¢)a+1b)

On a choisit x quelconque, pour tout x€[a ; b] il existe un unique ¢€[0 ; 1] tel que
x=(1—t)a+tb . Trivialement, pourtout ¢€[0 ; 1] il existe un unique x€|a ; b| tel que

x=(1—t)a+tbh

Donc pour tout t€[0; 1], (1—¢)f(a)+tf(b)=f((1—t)a+1tb|
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Propriété 4 : Soit fune fonction numérique définie et continue sur R.
S+ flu)_ [Atp
AN

Si, pour tous réels A et p, alors f est une fonction affine.

Démonstration.
fest continue sur IR donc pour tout couple (g ; b)€R* tel quea < bettout t€[0 ;1]

(1=t) f(a)+t f(b)=f[(1=t)a+tb] [3]

Soit l'intervalle I,=[—n ; n], neN’
(1=¢) f(=n)+t f(n)=f(—(1—¢t)n+tn)
t(f (n)=f(=n))+ f(=n)=f(=(1=t)n+in]

x€1, sietseulements'ilexisteun (€0 ; 1| telque x=—(1—¢)n+tn
—l+tn+tn=x

n#0 donc t=x+1
2n

En remplagant dans [3] :

L ) f e S S
f(n);’{(—n)x+f(n);£(—”)+f(_n)=f(x) [4]

Donc la fonction f'est affine sur tout intervalle /,= |—n ; n|, nelN’

Si p€eN’ alors x€/, implique Xx€/,,, et:
f(n+p)—f(—n—p)x+f(n+p)—f(—n—p)+f(

225 > —n=p)=flx] [5]

L'écriture d'un polyndome sous forme développée, réduite, ordonnée par ordre décroissant est
unique donc quelque soit z et p, non nuls :

f(ntp)=fl=n=p)_f(n)=f(=n)

202 p = 2P
f(n)—f(=n)
2n

+f(—n)=f(n+p);{(_n_p)+f(—n—p)=q

Donc la fonction f'est affinede IR dans IR C.Q.FD.

4.3.3. Réciproquement.
Soit fune fonction affine : f (x)=px+gq
A+ fu Atg+pu+ A+
il )2f( Il_p ity 2u+q=f(

A+u
2

S+ flu)_ (A
. u _f( eru

) si et seulement si f'est affine.
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4.4. Dans cette question, on considere une fonction f définie et dérivable sur R, qui vérifie
pour tout réel m et tout réel non nul x la relation [1] :

Lomt S poim) o)

On se propose de démontrer que cette relation caractérise les fonctions polynomes de degré
inférieur ou égal a 2.

4.4.1. Sixestnonnul, [1]implique f (m+x)—f(m—x)=2xf"(m)
Sixestnul: f(m)—f(m)=0f"'(m)
Pour tout réels metx, f(m+x)—f(m—x)=2xf"'(m)

Sixestnul : f’(m)=%(f’(m+x)+f’(m—x))

Six est non nul :
1

, , 1 m+2x)—f(m m)—f(m—2x
(f (m+x)+f(m—x))=—f( )f( )+f( )f( )
2 2 2x 2x
1, ,, , 1 m+2x)—f(m—2x
Lif e+ o)) =L Lt 220 S m=2 )
2 2 2x
1, ., , 1 '
S x) e (mex)|=2{2 )
1, ., , '
S m )+ £ *(m=x))= 1)
1, ., , '
Pour tout réels m et x, E(f (m+x)+f (m—x))=f (m)
4.4.2. Propriété 5 : Soit fune fonction définie et dérivable sur R.
+ i —
Si, pour tout réel m et tout réel non nul x, S m x)zxf(m x)= f'(m), alors fest une fonction
polynome de degré inférieur ou égal a 2.

Démonstration.

Soit deux réels A et p, onpose m=

N | —

(A+u) et x=%(A—u)
m+x=A et m—x=p

£ vérifie la propriété [1] donc pour tout réel m et x, f ' (m)

donc pour toutréel A et

—%(f (m+x)+ [ (m-x)|
u,

r

Donc f' estune fonction affine.

Adpu

S )
2

2

Toute primitive de ' estune fonction polynome de degré inférieur ou égal a 2.
festune fonction polyndme de degré inférieur ou égal a 2.

Réciproquement.

Soit fune fonction polyndome de degré inférieur ou égal a 2.
+ — —_

Diaprés le 42.1 2 (m x)zxf(m L2 C.Q.ED.
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