Exercices sur les limites et les asymptotes.

axd+ bxi+ x—1
x—1

lim
x—roo
—o en fonction des valeurs de a et b.

Etude de la limiteen +o et

On note fla fonction étudiée.

1_ Cas particuliers.

x—1

a_a=0etb=0. [(x)= =1
x—1

lim f(x)=1et lim f(x)=1

b_a=0 et b non nul.

Les limites sont des formes indéterminées donc il faut changer la forme.

A l'infini, on factorise par le terme dominant (le plus haut degré pour les polynomes).

x° bJrl—l2 x b+l—l2
bx’+x—1 x x x X
x—1 x 1_1 1-—=
X X
[im x=+o0
lim b=>
1 . .
lim ==0  donc pour 5>0, lim f(x)=+x et <0, lim f(x)=—w
x—+0 X x—+ o x—=+ o
lim £ =0
x—+0 X
lim1l=1
x—+00
De méme :
pour b>0, lim f(x)=—w et <0, lim f(x)=+w

X——0
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Exercices sur les limites et les asymptotes.
On peut aussi appliquer le théoréme du terme dominant.

Un polynéme a la méme limite a l'infini que son terme dominant.

bx’+x—1 . bx® .
—————=|lim —=Ilimbx

x—o+0 X x40

lim f(x)=Ilim

x— 400 X—+ o X—

2_ Cas général.

x3(a+é+l—l) xz(a+é+l—l)
ax3+bx2+x—1_ x x* 2 B x x> X
x—1 x(l—l) 1_1
X X

Poura >0:

lim f(x)=+w et lim f(x)=+wx

X——w0 X— -+

Poura <0:

lim f(x)=—w et lim f(x)=—w

x——00 x—+o0

On peut aussi rechercher les asymptotes.

L'étude systématique d'une asymptote a 1'infini ce fait en étudiant

f(x)

X

e premierement la limite de

X
(%) est finie égale a a, en étudiant la limite de
X

o deuxiémement sila limite de

f(x)—ax

Thierry Vedel Page 2 sur 5



Exercices sur les limites et les asymptotes.

Les différents cas :

o lim/ ¥

x—o X

=00 la courbe admet une branche parabolique (une parabole peut étre

asymptote comme pour la fonction carré mais pas obligatoirement)

. X H —
e Iim M=a et M f(x)=ax=o 15 courbe admet une direction asymptotique

X0 x X— 0

mais pas d'asymptote ( exemple la logarithme admet pour direction asymptotique 1'axe

Ox)
. X ; _
e Iim MZ& et M f(x)—ax=b aiors1a droite d'équation y = ax+b est une

asymptote a l'infini.
Pour une fonction rationnelle, on peut changer 1'écriture :
f = polynéme + fonction rationnelle
Recherche des asymptotes.
1_ Cas particuliers.
a_a=0 et b=0.
f(x)=1 doncla courbe représentative est une droite horizontale.

b_a=0 et b non nul.

x° b—i—l—lz [)Jrl—l
flx) bx’+x—1 x x)  x «x
X x(x—1) 2 1_1 1_l
X X
. fx) _ - :
lim =b donc la courbe admet une direction asymptotique.

X —+00 X

Cbxt+ax-1 e bx’+x—1-bx(x—1) (b+1)x—1

x—1 x—1 x—1

f(x)—bx
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Exercices sur les limites et les asymptotes.

b+1—l

X

1-1

X

b+1—l
X

X

(b-l—l)x—l:
x—1

f(x)—bx=
1-1

X

X

lim 7 (x)=bx=b+1 Ggoncla droite d'équationy = b x + b + 1 est une asymptote en plus

X —+0

1'infini.

De méme, la droite d'équationy = b x + b + 1 est une asymptote en moins l'infini.

La deuxiéme méthode qui sert aussi a trouver les limites.

On transforme I'écriture de la fonction rationnelle. On traite un seul cas, a et b peuvent étre

nuls, le calcul est le méme.

3 2
ax +bx"+x—1 2
= 1 peut s'écrire sous la forme &% TRx+y+ 1
x— _

f(x)

(Oublions que a peut étre nul, le numérateur est du troisieme degré et le numérateur du
premier donc f est la somme d'un polyndome du second degré ( 3 — 1) et d'une fonction
rationnelle telle que le degré du numérateur soit inférieur de un a celui du dénominateur.
Pour justifier ce résultat, il faut étudier la division euclidienne dans I'ensemble des

polynomes).

On réduisant au méme dénominateur et en identifiant les numérateur on obtient l'identité :
ax’+bx’+x—1 :((x >+ Bx+ y) (x—1)+6 (on reconnait ici la division euclidienne)
ax’+ b’ +x—1=ax’+(B—a)x2+(y —B)x+5—y

L'écriture d'un polynéme sous la forme développée, réduite et ordonnée par ordre décroissant

est unique donc les coefficients des termes de méme degré sont égaux. On obtient le systeme

suivant :
x=a x=a
B—a=b B=a+b
et
y—B8=1 y=1+a+b
o—y=-1 6=a+bd
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Exercices sur les limites et les asymptotes.

b
f(x)=ax’+(a+b)x+(1+a+b)+ a—|—1
x—

On retrouve les résultats sur les limites ( par abus d'«écriture » j'écris oo pour désigner ou

+00 ou —oo, cette notation est fortement déconseillé au Capes et devant les éléves ).

+b_

. a
Pour toute valeur dea et b lim 1 0
x—oo X—

Sia= b=0alorsf(x)=1et lim f(x)=1

Sia =0 et b non nul, lim 7 (x)=limbx

X — o0

(x)=lim ax’

X — o0

Si a est non nul, lim £
X— 0

Quant aux asymptotes :

Sia=b=0alorsf(x)=1

Sia=0etbnonnul, limf(x)—(bx+1+b)=lim

X— 00 X —00 x_

=0 donc la droite d'équation

y=bx + b+ 1 est une asymptote en moins 1'infini et en plus l'infini.

Si a est non nul, lim (x)—(ax2+(a+b)x+1+a+b)=|im =0 doncla

x— 00 x—o0 X—

parabole d'équation y=ax’+(a+b)x+1+a+b estune asymptote en moins l'infini et en

plus l'infini.
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