les nombres complexes TS

Les nombres complexes
I Pourquoi de nouveaux nombres.
Pour résoudre des équations.
x> +1 =0 n'apasdesolutiondans IR. On crée un nouvel ensemble C contenant IR ou
cette équation a une solution. On prolonge les régles de calcul de IR dans C.
11 Définitions.

1 Le nombre .

On note 7 une solutionde x> +1 =0

Conséquences directes : i=-1
-i est la deuxiéme solution de x* +1 =0
X2 +1 =(x—i)(x+i)

2 Ecriture cartésienne d'un nombre complexe.

On prolonge les régles de calculde IR dans C :
belRcC etieC donc ibeC.

a€RcC et ibeC donc a+ibeC.
a+ibeC et c+id €C donc (a+c)+i(b+d)=e+if€C.

a+ibeC, c+ideC et i’ =—1 donc
(a+ib)(c+id)=ac+iad +ibc+i* bd=(ac—bd)+i(ad+bc)=e+if €C.
Définitions.
L'ensemble des nombres complexes est I'ensemble C={z=a+ib, a€R, bER|
a + ib est appelé écriture cartésienne du nombre complexe z.
a=R(z) estappelée la partie réelle de z.
b=3(z) estappelée la partiec imaginaire de z.

N.B. R(z) et 3(z) sont tous les deux des nombres réelles.

3 Egalite.

at+ib=a'+ib’ = |4=a
b=b'
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III Opérations dans C
1 Somme.

0 est I'lément neutre : z+0 =0 +z=0

Tout complexe z a un opposé -z : z+(—z)=a+ib+(—a—ib)=0
z,tz,=z,+tz,
(z1 —|-zz)-|-z3 =z, -i-(z2 +Z3)=Zl +z,+z,

2 Produit.
1 est 'élément neutre : 1 (a+ib)=a+ib
Tout complexe non nul z admet un inverse 1;
212,722 2
(z)2,)2,=2,(2,25)=2, 2, 2,

0z=0

La deuxiéme propriété n'est pas évidente, il faut démontrer que . peut s'écrire sous la forme

c+id oules nombres c et d sont des réels.
1

ST a4 donc il faut transformer cette écriture et obtenir un dénominateur réel. Quand on veut

supprimer un radical du dénominateur on multiplie dénominateur et numérateur par la quantité
conjuguée du dénominateur ( p+g et p—g sont des quantités conjuguées ). On applique la
méme méthode ici.

On se sert du conjugué de z=a+ib, lenombre Zz =a—ib. Le nombre complexe z n'est pas
nul donc (a;b)#(0;0) donc Z#0 et a’+b"#0

| a—ib _ a—ib _a—ib __ a e —b
atib (a+ib)(a=ib) o* —iab+iab—i’b* o +b> a’+b>  a’ +b’
Donc l'inverse de z est bien un nombre complexe. Il vérifie les égalités :
1 a 1 -b
R(—)= et 3(—)=
Z  a +b z a’+b

2 2

On remarque aussi que : zz =a’ +b°
3 Somme et produit.
zZ, (z2 +z, )=zl z,+z, z,
4 Conclusion.

On calcule dans € comme dans IR. Par contre on perd la notion d'ordre ( inférieur ou
supérieur n'a pas de sens dans I'ensemble des complexes ).
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1V Représentation géométrique.

Le plan est muni du repére orthonormé (0 ; % ; V).

A chaque vecteur W=au+b"v du plan on fait correspondre le nombre complexe z=a-+ib

appelé affixe du vecteur .

A chaque M du plan on fait correspondre le vecteur OM et donc le nombre complexe
z=a+ib appelé affixe du point M .

(14i) 1+i)
z=a+ib
b 7
e
5 . pd
1=1 //\\ 1 +1i //,%}
— - ///
= 7 .
/ /// g
/// g
(1+i) / iP=—1=i® O u 14/=1 a
e Vo P =il

D'aprés ces définitions, # a pour affixe 1, 7V a pour affixe i.

Un peu de calcul.

i=—1 estlaffixede —u , ;°=—; estlaffixede —v , ;*=1 estlaffixede u ,..

e _ . . ™
On peut remarquer que la multiplication par i correspond a une rotation de £y

1+i estlaffixede #+7V, (1+i)’=1>+2i+i*=2i estlaffixede 27V,
(14i)=2i(1 +i)=—2 42 i estlaffixede 2 (—#+7V), (1+i)*=(2i)>=—4 estlaffixe de
—4 7,

. . . . Y . 7T r
On peut remarquer que la multiplication par 1 + i correspond a une rotation de 7 composée avee

une homothétie de rapport /2 qui se nomme similitude.
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