Equations d'une droite. Seconde et plus.

Equations d'une droite

Préambule.
Le plan est muni d'un repére (0 DT 7)
Une droite du plan d est définie par deux points distincts, d =(4B), ou par un point et un vecteur

-

directeur, d=(A4 ;).
On passe d'une définition a 'autre en posant 7= AB.

I Equation cartésienne d'une droite du plan.
1 Existence d'une équation cartésienne.

Théoréeme 1
Toute droite du plan admet une équations de la forme ax+by+c=0.

Démonstration.

Soit le point  4(x,;y,), levecteur #(—b;a) etladroite d=(4 ;).

M (x,y)Ed sietseulementsi AM=kii.

AM (x—x,;y—y,) et u(—=b;a) ontdescoordonnées proportionnelles donc :
a(x_xA)+b(y_yA):0
ax+by+(—ax ,—by ,)=0

En posant c¢=(—ax,—by,) on obtient ax+by+c=0.

Conséquences.
Si ax+by+c=0 estune équation de d alors, pour tout £ non nul, kax+kby+kc=0 et aussi une
équation de d.

11 suffit de choisir comme vecteur directeur v=£kii.

Si ax+by+c=0 estune équation de d alors #(—b,;a) estun vecteur directeur de d.

2 Une équation cartésienne est une équation d'une droite du plan.

Théoréme 2
Une équations de la forme ax+by+c=0, telle que a et b ne soient pas tous les deux nuls, est une
équation d'une droite du plan.

Démonstration.

a et b ne sont pas tous les deux nuls donc ax+by+c=0 admet une infinité de solutions.

Soit (x,,»,) une solution particuliére de I'équation ax+by+c=0, A le point de cordonnées
(x,;v,), i levecteurde cordonnées (—b;a) etladroite d=(A4 ;ii).

Tout couple solution (x,y) vérifie ax+by+c=0.
Le couple (x,;y,) vérifie ax,+by, +c=0.
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En faisant la différence de ces deux égalités on obtient @ (x—x,)+b(y—y,)=0 donc
AM=kii etlepoint M (x,y) appartienta ladroite d=(4 ;).
Conséquences.
Pour a nul.

La droite d d'équation by+c=0 est paralléle a l'axe (O;7)
Un vecteur directeur est #(—b;0)=—b1i.

Pour b nul.
La droite d d'équation ax+c=0 est parall¢le a l'axe (O, j)
Un vecteur directeur est % (0, a)=a j.

Pour ¢ nul.
La droite d d'équation ax+by=0 passe par l'origine O.
(0,0) est solution de I'équation ax+ by=0

3 Exemple.

Soit les points  4(2,3) et B(7,—-2).
Un vecteur directeur de la droite d =(A4,;B) est = AB de coordonnées (5;-5).
M (x;y)Ed sietseulementsi AM =kii.
AM (x—2; y—3) et #(5;,=5) ontdes coordonnées proportionnelles donc :
—5(x—2)-5(y—3)=0
—5x=5y+10+15=0
En simplifiant par -5 on obtient : x+y—5=0.

Vérification.
Pour A:2+3-5=0donc A€d.
PourB:7-2-5=0donc BeEd.

Remarque. Un autre vecteur directeur de dest V(—1,1) ouencore Ww(l,—1).

IT Equation réduite.
1 Cas particulier. Droite paralléle a I'axe (O ,;) .
Dans ce cas b est nul et a non nul, une équation de d est ax+c=0 et 1'équation réduite est de la
—c
forme X=—" ouencore X= d
2 Cas général. Droite non parallele a I'axe (O ,;) .
Dans ce cas b est non nul et en "isolant" y on obtient :

ax+by+c=0
by=—ax—c
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—a c
b#0, y=—x——
YT T
-—_a __¢
Enposant p= b , q b
y=px+tq

3 Coefficient directeur.
d est une droite non paralléle a 'axe (O, 7) d'équation réduite y= px+gq

Définition.
Le nombre p est appelé le coefficient directeur ( ou pente en physique ) de la droite d.

Théoreme 3.
Y~ V4
xB_xA '

Le coefficient directeur de la droite d =(AB) est p=

Démonstration.
A€(AB) donc y,=px,+q
Be(AB) donc yz=pxz+q
En faisant la différence des deux égalités on obtient :
yB_yA:p(xB_xA)
d est une droite non paralléle a 'axe (O }) A et B sont distincts donc  Xz#Xx, et
Y~ V4

p:7
Xp—Xy

Coefficient directeur et vecteur directeur.
d est une droite non paralléle a I'axe (O, ) d'équation réduite y= px+gq, elle a donc une
équation cartésienne de la forme px—y+¢g=0 et un vecteur directeur égal a (1, p).

4 Ordonnée a l'origine.

Définition.
Le nombre ¢ est appelé I'ordonnée a I'origine de la droite d.

Théoréme 4.
g est I'ordonnée du point d'intersection de la droite d et de I'axe des ordonnées (d'ou son nom,
ordonnée du point au dessus ou en dessous de 1'origine).

Démonstration.

Si x=0 alors y=gq.

5 Exemple.
Soit les points  4(2;3) et B(7,—2).
) ) ) —2-3 ) )
La droite d =(AB) a pour coefficient directeur p Zﬁz—l donc sont équation réduite est
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de laforme y=—x+gq.
A€d donc 3=—-2+q et ¢g=5.
Une équation réduite de d =(AB) est y=—x+5

Vérification.
Pourd:-2+5=3 et »,=3 donc AE€d
PourB:-7+5=-2 et Yz=—2 donc Bed

I1I Droites paralléles.

Caractérisation.
Deux droites d et & sont paralléles si leurs vecteurs directeurs sont colinéaires.

Théoréme 5.

Les droites d et & d'équations cartésiennes respectives ax+by+c=0 et
a'x+b'y+c'=0 sont parallles si et seulementsi (a;b) et (a’;b’') sontproportionnels.

Démonstration.

Les droites d et & ontpour vecteurs directeurs respectifs #(—b;a) et v(—b';a’)

Siles droites d et & parallélesalors # et V sont colinéaires donc —ba'—(—b')a=0
ab'—a'b=0 donc (a;b) et (a’;b’') sontproportionnels.

Si (a;b) et (a';b') sontproportionnels alors ab’'—a'b=0 et —ba'—(—b')a=0 donc
les droites d et & paralléles.

Théoréme 6.
Les droites d et &, nonparallélesalaxe (O; ) sont paralléles, si et seulement si elles sont
le méme coefficient directeur.

Démonstration.

Les droites d et & ont pour coefficients directeurs respectifs p et p' donc pour vecteurs
directeurs respectifs #(1;p) et V(1;p’)

Les droites d et & sont paralléles si et seulementsi 1p'—1p=0 ouencore p=p'.

Pour les exercices d'entrainement sur 1'équation réduite, télécharger le logiciel GraphExotica et
faites les exercices et les évaluations.
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